INTRODUCCION A LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS

Onesimo Hernandelzerma
Departamento de Matematicas
CINVESTAV-IPN
Mexico D.F.



Resumen

Una ecuacion diferencial estocastica (EDE) es de
la forma:

dx = Nparte deterministi@at+ fparte estocastica

= F(x,)dt + G(x )dW/,

dondeW; es unmovimiento browniang también conocido
como proceso de Wiene(Los coeficientes pueden depender
del tiempat: F(t, %), G(t, %) . ) En esta platica se describe
brevementepor quey comosurgieron las EDES y se discuten
algunas de sus propiedades.



Programa:

A Glosario de términos
A Introduccidon historica
A La integral de Ito

A EDES



Glosario

A aleatorio (dellatin haleatoriuno)
[ estocasticddel griegofistochos)

A Un fenomeno aleatorio ([ fenomeno
estocastico)es un fenomenocuyosresultados
No se puedenpredecir,aunquesi se conoceel
conjuntoq delos posiblesresultados



Ejemplo 1 (fenomeno aleatorio):

El fenomenoconsisteeneln mo v i mdee nt o
unap a r t 2daranteel intervalode tiempo
0 Ot OT. No sesabecual esla trayectoriade
la particula, pero si se sabe que es una
funcion continua en el intervalo [0,T], es

decir
g =C|[0,T].

A Unavariable aleatoriaes un cierto tipo de funcion
X: Y WQRoIR

A Un proceso estocastices una coleccion de variables
aleatorias



Ejemplo 2 (Proceso estocastico)

En el Ejemplo 1, sea{X, 0 Ot O T} la coleccionde
variablesaleatorias

X:qY IR3
definidasparacadatrayectoriay / q= C[0, T] como

X(¥) = posicionde la particulaen el tiempot dadoque
siguela trayectoriay



Introduccion Historica

Hastafines del siglo 19 el modelomas
comunde un sistemadinamicoerauna
ecuaciordiferencialordinaria

1 — F(.Cl:t) t >0, zg = . (1)

Bajo ciertas hipotesis, esta EDO tiene
unasolucionunica



Figura 1

Sin embargo, suponiendo gug fepresentaba un
sistemanreab, frecuentemente ocurria que las
observacionedel sistema no coincidian con la
solucion teorica.



v

Figura 2 t

¢,Cual es la explicacion?

Era bien sabido--- al menosdesdetiemposde Galileo --- que

las observacionesle un fenomenode cualquiertipo, siempre
tienenerrores, ya seaerroreshumanoserroresinstrumentales,
erroresdebidoal sistemade medicion,etc



Sin embargo,aun en experimentosmuy bien controlados(para
tratar de minimizar los erroresde observacion)se apreciaban

discrepanciagntrelas medicionesdel fenomenode interesy el
modelotedricox, delfendmenagFigura2)

Para incorporar posibles fiperturbacionesaleatorias en el
sistema,en algunasareas(e.g. en fisica y astronomia)se
propusoreescribila ecuacionl) enla forma

tr = F(z) + G(z)é, t>0,z9g=2z (2)

endonde{s;, t OO0} eraun ruido blanco gaussiang es
decir,un procescestocastictal que



a)3: v.a. gaussiana con media cero y variadgcies
decir,E(3;)= 0y E(3;?)= 1, de modo que tiene
densidad de probabilidad

* f3~(X)

una ficampana de Gaussy



b) 3; y 3. no estan correlacionadastsi ;les decir, la
funcion de covariancia

C(t)=E(3:53:)

es | a ndelta de Diracbo
coo=s0 = {95120 @3

u(t)

o(



¢,Por qué se llamairuido blancoo
(gaussiano)?

Por (3), la tranformadade Fourier de C(t), tambien
llamada densidad espectral del proceso {3}, es
constante

hO) == [ e Ne@dt =, —o<A<oo. (4)

T

Esdecir,el espectralelprocesd 3} esi bl anc oo
porguetodaslas frecuenciasparecerconla misma
iIntensidadlenanalogiaconlaluzin b | aque a o
contienede manerauniformetodaslasfrecuenciasle

luz visible).



De la ecuacion(4), la funcion de covarianciaC(t) se
puederecuperamediantda transformadanversa

C(t) = / T MR (N)dA.

— OO

Luego,comoC(t)=u(t), sedebetenerque

C(0) = E(¢?) = /oo h(A)dA = oo.

— 0



Esteresultadocontradice el hechode que la variancia
esC(0)= E(3?)= 1. Porlo tanta

AE| ruido blanco gaussiarspno existe (en el sentido
fusuad).

Pero si3; no existe, entoncegque sentido tiene la
ecuacion(2):

r; = F(xt) +G(x)& ?



El movimiento browniano (o proceso de
Wiener)

A En 1827 Robert Brown (bidclogoescocésbbservo
en su microscopiogranosde polen suspendido®n
aguaqguieta... El fendbmenoqgue el observoahorase
conocecomo movimiento browniano

Una particularidad de este movimiento e§¥ =
que sus trayectorias son continuas pero §.. €
no diferenciables!! :




~

A

En 1900 Louis Bachelier (frances,estudiantede

doctorado) volvio a odescubrid el movimiento
brownianopero ... jenla Bolsade Valoresde Paris!
Bacheliedemostrégueel movimientobrowniandaiene

trayectoriascontinuasy no diferenciabley, ademas,
tiene

1) incrementos independientes es decir, dada
cualquiersucesiong < tg < t1 < - - - < tp,

W(t1)—W(tg), W(t2)—-W(t1),...,W(tn)—-W(t,—1)

sonvariablesaleatoriasndependientey




2) Incrementosestacionariosgaussianosesdecir,
paratodot, h OO :

W (t + h) T W (t) tiene distribucion normail(0,h).

AEn 1905 el fiafio milagros®, Albert Einsten
(fisico suizo)descubrigjotravez!) el movimiento
brownianopero... jenlateoria cinéticadel calor!

AEn 1923 Norbert Wiener di6é la primera
definicion  ficonstructiv@ de  movimiento
browniano Por tal motivo, el movimiento
brownianotambiénesconocidocomo procesode
Wiener




AEn 1908 Paul Langevin (fisico francés)
encontroque la velocidadde una particula
gue sSe mueve cCOmOo un movimiento
brownianosatisfacda EDE

T = —axr+o0c&, con a>0 y o constantes

También se encontro que si el movimiento brownMhfuera

diferenciable (er.,), queno lo es, entonces su derivada seria el
ruido blanco gaussiano:

W, = 3!



Por lo tanto, si escribimodW; = &; dt ,

la ecuacion de Langevin se expresaria en la forma

dry = —a ¢ dt + o dWy

Masgeneralmentda EDE @ "Gw)Qo Ow , se
puedeexpresaenla forma

dx; = F(xp)dt + G(z))dW; | t >0, xg =z. ()

Esta es una forma de representadaacion integral

T = g + /Ot F(xzs)ds + /Ot G(xs)dWs. (6)




A La primeraintegralen(6) seinterpretaenel
sentidon usual o

A ¢Comoseinterpretda segundantegral?




La integral de Ito

En 1951, el matematicgaponésKiyosi Ito, definio las
Integralesescocasticas

[ nwyaw e),

a

para una cierta familia de procesos estocastitt.{t OO} .
Considere una particidar-t <t,<--<t,=b del intervalo
[a,b]. Considere la sumi@ipo RiemangnStieltje®

n—1 n—1
> h@)W(tig1) — W) = D h(t)AW;;
1=0 1=0



A Notesequet; esel extremoizquierdo delintervalo

[ti’ti+1]-
A Estassumascuandomax|s o mhconvergerenL, ala
Integral de Ito:

n—1

/ " (AW (£) = lim S h(t) AW, |
¢ i=0

La interpretacion correcta de la EDd,(es en la forma
integral 6), en donde la integral

/Ot G(zs)dWs

seinterpretaenel sentidode lIto.



Teorema de existencia y unicidad de
soluciones de una EDE

Considere la EDE
dx; = F(x¢)dt + G(x¢)dW, t > 0, zg = x.

Suponga que se satisface la siguiente condicidutpsehitz
existe una constanketal que, para tods, v:

[F(z) — F(y)| +|G(z) — G(y)| < K|z —yl.
Entonces la EDE tiene um@ica solucion {}. Ademas, esta
solucion exontinuay tiene lapropiedad deMarkov .

Terminologia: F(x) es el coeficiente de deriva (o coeficiente de tendenc@jx)es el
coeficiente de dispersion.



Ejemplo. Considerese la EDIlineal

dr; = [Azs + a(t)]dt + B(t)dWy, t > 0, zg = =.

su solucién es

z; = elzg + /Ot eAt=s) la(s)ds + B(s)dWs].

Ecuacionde Langevin: dz; = —axidt + odW; esdecir;

A4

A=-U, a(ty 0 | B ( t

su solucion es

" t
xr = e “xg+ U/O e_o‘(t_s)dWS, t > 0.



Ejemplo. Aplicacion. Mercadosfinancieros. Un
mercaddinancieroes unprocesaestocastico
X(t) =(%,(t), x(1), € , x(t)), para0 Ot OT, de la forma
@O " (O6 (b ® (M pN
m

dx,(t) = u(O)dt + Z o, (D)W (t), %.(0) = x,

j=1
parai= 1,e , n. Los coeficientes; y &ij pueden ser
aleatorios.

Mara cadie 0, 1,€ , n, %(t) representa el precio del
activol al tiempot. El activoi=0 se llamaactivo sin
riesgo(o activo seguro) y los activos pai#d, € , n
sSon activos con riesgo



* Un portafolio (de mversion) es un proceso
estocastico

0(t) = (0,(1),0,(t), ...,0,(t)), 0<t <T,
donde 6,(t) es el nimero de unidades del activo i

(i= 0,1, ... ,n) que tiene un nversionista al tiempo
t. El valor de este portafolio es

VO(t) = 0,(t)x,(t) + 0,(t)x () + ...+ 6,(t)x,(¢).



Otras aplicaciones

Extraccion derecursos(renovablesy norenovableg
Crecimiento economico

Seguros(e.g. devida).

Sistemasde produccion.

Control estocasticaenagricultura.
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