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Algunas definiciones:

* El espacio proyectivo (real) de dimensién n, RP", es el cociente de la esfera unitaria
S" = {x € R"! | ||z|| = 1} por la relacién de equivalencia que identifica puntos antipo-
dales.

* El grupo ortogonal (en dimensién n) es el conjunto O(n) = {A € M, (R) | A- A" =TI}
con la multiplicacion de matrices. El grupo ortogonal especial, conocido también como el
grupo de rotaciones de R”, es el subgrupo SO(n) ={A € O(n) | det(A) = 1}.

* Un grupo de Cozeter es un subgrupo discreto de las isometrias de R™ generado por
un numero finito de reflexiones en hiperplanos. Su presentacion tipica es de la forma
Wr = (s1,...,8, | 2 =1=(s;8;)™4, Vi # j) donde my; € {2,3,...,00}. Esta presen-
tacion suele codificarse por medio de un grafo etiquetado I'.

* El grupo de Artin asociado a dicho grupo de Coxeter es el grupo con la presentacién

AF:<81,...,Sn|SZ‘S]‘SZ‘...:S]‘SZ‘SJ‘... Vl?éj>
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Notemos que existe un epimorfismo natural Apr — Wr.

Problemas:

1. Muestre que RP" es homeomorfo al cociente del disco unitario D™ = {x € R" | ||z|| < 1}
por la relacién de equivalencia que identifica puntos antipodales en 9D" = S™ 1.

2. Probar que SO(3) es homeomorfo al espacio proyectivo RP3.
Sugerencia:
a) Demostrar que toda A € SO(3) posee un vector propio v con con valor propio 1.

Notemos que con respecto al eje determinado por v, A es una rotacién por un angulo
- <6 <m.

b) Sea DI el disco cerrado de dimensién n y radio 7. Definimos una funcién continua
f: D! — SO(3) enviando v € D! a la matriz de la rotacién con eje v y angulo
0 = ||v||. Probar que f pasa al cociente y define un homeomorfismo

DL~ 50(3)
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3. Sean s,t : R? — R? dos transformaciones lineales dadas por reflexiones con respecto a un
par de rectas que pasan por el origen y que forman entre si un dngulo 6. Demostrar que
la composicion s - t es una rotacién por un angulo 26.

4. Sea S, el n-ésimo grupo simétrico, el cual actia en C" permutando coordenadas.

a) Muestre que S, es un grupo de Coxeter de la forma W, tomando como generadores
S1,-..,8n_1, donde s; es la transposicion (4,7 + 1).

b) ;Cual es la presentacion del correspondiente grupo de Artin en este caso?

Observemos que la transposicién (¢, j) permuta las coordenadas z; y z; y el hiperplano
fijo en este caso es

Hi' :{(21,...,Zn) e C" ’ zl#zj}

En este ejemplo, complemento de hiperplanos para el grupo Wr = .S, es el espacio

Hr ={(z1,...,2,) €C" | z; # zj, sii # j}
= Conf,(C)

conocido como el espacio de configuraciones de n puntos distintos en C. De aqui se sigue
que

A =m <7—1,p /Wp)

. <Confn(C) /Sn>.

Este grupo se conoce como el grupo de trenzas en n cuerdas y es muy importante en
teoria geométrica de grupos, topologia algebraica y topologia de bajas dimensiones
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