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En este siglo XXI, las “tecnologias de Fourier” se usan ampliamente en nuestra
vida cotidiana, y, como era de esperarse, en la mayoria de las aplicaciones dichas
tecnologias vienen ocultas en “cajas negras”. Aun los expertos en estas tecnologias
las usan sin conocer a detalle el como se han implementado los métodos de Fourier.
Esta sencilla observacion nos deberia de servir como una llamada de atencion, para
que las nuevas generaciones de cientificos que deseen jugar un rol importante en
el desarrollo de futuras tecnologias, hagan mds que solo trabajar con cajas negras,
estos cientificos deberdn conocer con mayor profundidad las bases teoricas presentes
en las tecnologias de Fourier, con el fin de que, no solo les encuentren nuevas
aplicaciones, sino también, y aun mds importante, que puedan crear y construir
nuevas tecnologias basadas en éllas.

K. Kido
Digital Fourier Analysis

Temas

Transformada de Fourier
Operacion de convolucion

Formula suma de Poisson

Resumen

Cada conjunto finito tiene asociado un espacio de Hilbert. L*(S); (f,g) :=>_ f(s)g(s)

Este espacio de Hilbert esta provisto de una base ortonormal canénica. {ds}

Cada base ortonormal del espacio determina una transformada. B, i O

La transformada identifica cada funcién con sus coeficientes con respecto a dicha base
ortonormal. Ff(s) = (f, By)

Cada transformada tiene su propia férmula de inversion. f =" F f(s)B;
Esto implica que los coeficientes de la funcion guardan toda la informacién de la funcion.
La transormada es una isometria por construccion.

El adjunto de la transformada es su inversa. F* = F L.



Cuando el conjunto es un grupo abeliano, el grupo actia como translaciones sobre el
espacio de Hilbert. T, f(x) = f(x — a)

Cada translacion es un operador unitario y por lo tanto diagonalizable. T =T,

Las translaciones conmutan entre si, por lo que existe una base en la que se diagonalizan
simultaneamente. 17,7, = T,., = T, T,

Para describir esta base debemos estudiar los caracteres del grupo. x(a+b) = x(a)x(b)
Los valores de un caracter son raices de la unidad. |x(a)| =1
Todo grupo tiene al menos el caracter trivial. yo(a) =1 Va

Los caracteres de un grupo G forman también un grupo abeliano, llamado el grupo de
caracteres o grupo dual, y se denota por G. (x¥)(a) = x(a)y(a)

Las primeras relaciones de ortogonalidad nos dicen que los caracteres forman una base
ortogonal, llamada la base de arménica o de caracteres. (x, ) = 0y,|G|

La base de Fourier del grupo es la base de caracteres normalizada. By = (1/4/|G|) x

La base de Fourier es la que define la transformada de Fourier sobre el grupo: Bj i s
Por el teorema de estructura de grupos abelianos finitos, el estudio de caracteres se
reduce al caso en que el grupo es ciclico.

Los caracteres de un grupo ciclico son faciles de describir. a +— Xq; Xo(b) = w® = e2miab/n

De esto se sigue que x4(b) = xp(a) y x(a) = x(—a).
m ~ Z/nZ.

Gr x Gy~ Gy x Ga; (x1® x2)(g15.92) = x1(91)x2(92)

~

G ~ (G, aunque no de manera canodnica.
(Peter-Weyl) Existencia de suficientes caracteres: Va € G\{0} I x tq x(a) # 1.
Los caracteres forman una base de eigenvectores comun para todas las translaciones.

Ta(Bx) = WBX

Dualidad de Pontryagin: G ~ G . a + a*, a*(x) = x(a)

Segundas relaciones de ortogonalidad: Va,b € G, cax(a)x(b) = du |G].

En el espacio de Hilbert se tienen definidos dos productos: el producto puntual y el

producto convolucion. (fg)(s) = f(s)g(s), (f*xg)(s) = ﬁ > f(s—a)g(a)



(i) Bs(a+b) = /|G| Bs(a)Bs(b); (i) Bs * By = 04 Bs.

Una algebra de Banach es un espacio de Banach provisto de un producto bilineal aso-
ciativo cuya norma satisface ||zy|| < ||z|| ||y|| para todo z,y.

Cada uno de estos productos determina una estructura de algebra de Banach conmuta-
tiva unitaria sobre el espacio de Hilbert L*(G).

La importancia de la transformada de Fourier es que nos da un isomorfismo entre estas
dos algebras de Banach. f g = f g

La transformada de Fourier es, escencialmente, la tinica transformada con la propiedad
fg=rg

El operador convolucién con kernel h es el operador lineal Cy, : L*(G) — L*(G), dado
por Cp(f) =hx* f.

{B, : g € G} es una base ortonormal de eigenvectores de C},; el eigenvalor de By es ﬁ(g)

C}, es un operador normal, pero no es unitario. (C = Ckx).
h

Un operador se dice G-invariante si conmuta con todas las translaciones. T7T, =T,T Va

Para un operador T € End(L?*(G)) son equivalentes: (i) T es G-invariante; (ii) T es un
operador convolucién; (iii) Todo caracter de G es un eigenvector de 7.

Para H subgrupo de G se define @H ={x ¢ G : X(h) =1 para todo h € H}.
G es un subgrupo de G y Gy ~ CT/?{ via Gy — 67/7{, X — Xx, donde x.(7) = x(9).

Formula suma de Poisson: G un grupo abeliano ﬁnito H un subgrupo de Gy g € G.
Para todo f € L*(G) se tiene que Y, f(gh) = ‘G/H| > ovedn X(9) ()

G = {z1,...,z,} un grupo abeliano. Un operador lineal ®x : L*(G) — L*(G) de la
forma @ (f)(z) = >° o K(2,y)f(y), donde K es un elemento de L*(G'x G), se le llama
un operador integral con kernel K.

Existe una correspondencia uno-a-uno entre operadores integrales y kerneles.

Existe una correspondencia uno-a-uno entre kerneles y matrices en M, (C). K  (a;;),
donde a;; = K(z;, ;).

El operador integral ®; conmuta con todas las translaciones si y sélo si existe una
funcién h € L*(G) tal que K es de la forma K(z,y) = h(z — y) para todo z,y € G. En
este caso @k es el operador convolucion con kernel h, esto es, Px(f) = h* f.

Para las aplicaciones a probabilidad se redefine (f, g) := ‘G‘ ST F(s)g(s) v (f *g)(s) ==
> f(s —a)g(a).



Una (distribucién de) probabilidad sobre G es un elemento P € L*(G) tal que P(s) €
0,1y 22 P(s) = 1.

El producto convolucién de dos probabilidades es nuevamente una probabilidad.

Si P es una probabilidad sobre GG, a la sucesion de probabilidades, P, Px P,PxPx P, ...
se le llama la caminata aleatoria en GG con probabilidad P.

Cuando una caminata aleatoria converge a la probabilidad uniforme?
Ejemplos

Principio de incertidumbre.

Ley de reciprocidad cuadratica.

Teorema de Fermat para campos finitos.

Espectro de graficas de Cayley.

Identidad de Macwilliams en la teoria de codigos.

Teorema de Cauchy-Davenport.

Caminatas aleatorias en grupos abelianos.

Teorema ergddico de Markov.
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