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LAS ALGEBRAS DE CLIFFORD



Una integral cldsica:
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mds una constante de integracidn.



Con un cambio de signo en el problema:
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No se puede factorizar el denominador.




Con un cambio de signo en el problema:

1
d
/x2+1 o

No se puede factorizar el denominador. ;O si?

Si i? = —1, entonces x*> + 1 = (x + i)(x — i).
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m4ds una constante de integracién.




La filosofia general:

1. Extender el sistema en que trabajamos, de manera que exista una
solucién al problema, expresada en términos de este sistema mas
general.

2. Estudiar las propiedades del nuevo sistema.

3. Usar este conocimiento para expresar la solucién en términos del
sistema original.



Propiedades de niimeros complejos
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En la férmula aparece (x +i)/(x — i), y cuando x € R, tenemos

X+
X — 1

=1

Esto implica que (x +i)/(x — i) = €/® para algun 6 € R. Entonces
resolvemos:



x+i = ex—1i),

ex —x = i+iei9,
o0 L1 elf/2 | emi0)2
X T g 1 T o2 —e—io2
= cot E,

O Sea

4 t
— = arccot x.
2

Estos nos da finalmente

1 j ) 0
/x2 1 dx Iog X+ ; é log e = 5= —arccot x + constante

que no lleva nimeros imaginarios.



Las dlgebras de Clifford surgen del deseo de multiplicar vectores.

Tomemos un espacio vectorial V' sobre R con base

€1, €, ..., €én.

Para fijar ideas, queremos extender V' a un dlgebra sobre los reales, es
decir aparte de las reglas de espacio vectorial

r(x+y)=rm+ry, (r+s)x=rx+sx,
se satisfacen las reglas multiplicativas
r(xy) = (rx)y = x(ry), (rs)x = r(sx),

cuando r,s € R, mientras que x, y estdn en el algebra.



Tenemos que definir sumas y productos.

Primero tenemos que entender los productos de dos vectores basicos,

€€y, €162, €1€3, ..., €1€n,
€261, €262, €2€3, ..., €26,
€3€1, €3€2, €3€3, ..., €3€n,
€n€1, €n€2, €n€3, ..., €n€p,

pero estos productos no tienen que ser vectores.



Ponemos la regla eje; = —eje; cuando i # j:

2
e]_7 e1e27 ele37 ctcy eleN7
2
—e162, €, €xés3, <.y €E26p,
2
—€1€3, —e€p€3, €3, ..., €3€p,
2
—e1€p, —€2€p, —€3€H, ..., €,.

También queremos una identidad multiplicativa ey (no es un vector):

ey # € para i > 1,

€€ = €€ = €

para todo /. Decimos “eg = 1".



Los cuadrados de los e; podrian definirse de muchas maneras,
tomaremos para i > 1

Pero como los productos como e;e» no son vectores, tenemos que
entender cémo multiplicarlos con otras cosas que ya tenemos, como

(e1e2)e3 o (e1e2)(e1e2).
Un producto general a considerarse es

€i € €y,

con0<ij<nparal</<k(keN).

(Después multiplicaremos sumas de estas cosas.)



A ; 2 _
Regla general: quitar los factores ep, luego aplicar ef = —1 cada
vez que se pueda, de otro modo aplicar e;je; = —eje; para ordenar
los indices:

€1€3€4€62€3 = —€1€3€4€362
= €1€64€3€3€2

= —€1€4€60€2

—€1€46€2

= €162€4

Elementos puros: los indices van en orden creciente, sin repeticiones.



Elementos puros

0: €0,

11 e, e, 63, ..., en,

2: ele, e1€3, ..., €1€n, €€3, ..., €n_1En,

3: e1exe3, €166y, ..., €1€2€y, €1€3€4, ..., €4 _2€n_1€En,
n—1: ee---€e1, € -€e—26n, ,€1 " €n-36-1€pn, ..., €2€3""

n: eyexes---ep,

En el rengldn k hay

productos, y en total son

*€n,



A veces se escribe 1,2} O €12 en lugar de ejep, etc. Asi para un conjunto
A={i,h,... ik} tal que iy < ip < -+ < iy, se tiene

€A = Eijip-riy = €ip € €y

Los elementos del digebra de Clifford C{n) son sumas con coeficientes

reales
X=Y xpea,
A
que se suman término por término
/ /

Z xaea + Z Xpea = E (xa + xa)ea

Ae2n Ae2n Ae2n
y se multiplican usando la ley distributiva

/
( > XAeA> ( > erA) = Y yses
Ag2n Ae2n Be2n

donde es un poco complicado escribir una férmula para yg.



Claro, escribimos sélo eje> en lugar de

Oep + 0e; +0er + lejer + Oeje3z + Oepes + Oejenes.

Las dlgebras de Clifford tienen variantes, por ejemplo en C/, , se usa
e?=1paral<i<p ye?=—-lparap+1<i<p+q.Asi

Clo,n = CAn).

Los elementos de las diversas algebras Cl, 4 para p + g = n fijo son los
mismos, que forman un espacio vectorial de dimensién 2", pero las
multiplicaciones son distintas.

En Cly,, se tiene
(1+e)l-e)=2,
pero en Cl, o se tiene

(l+e)(l—e)=0.



escalar (0-vector): miltiplo real de ey.

vector (1-vector): combininacion lineal de e1, ez, ..., e,
pseudoscalar (n-vector): miltiplo real de eie; - - e,
paravector: suma de un escalar y un vector

Un elemento general del dlgebra de Clifford es mixto, puede llevar
productos basicos de distintos grados:

X:ZXAGA
A
= Z Xaea + Z Xaea+ -+ Z XA€A

H4A=0 #A=1 #A=n
= [x]o + [x]1 + .- + [x]n-



Parte escalar:
Scx = [x]o.

Conjugado:

k(k+1)/2 [X]k

”M=

=[x ]0 — X1 = [xl2 + [XIs + [x]a — [x]s — ---

Cuando x es paravector,
(1/2)(x +x) = Scx,

Se tiene ey = ey, & = —e; (i > 1), ademds

(x)=rx, (X)=x, x+y=x+Yy, (xy)=yXx.



Las operaciones de algebra de Clifford se relacion con propiedades
geométricas como longitud y dngulo:

1/2

= (0ar)

A
Xy = ZXA)/A.
A

Pero hay que tener cuidado: Sea x = e + exe3 en C3), luego
x| = V2 yX=—e — e = —x, luego

xX = —(e1 + exe3)?
_ _(_]_ + e1e0e3 + epeze; + 92339233)
= 2+ 2e1663
+2 = x|



Proposicién
Sean x,y € CAn). Entonces

x -y =8Sc(xy) = Sc(xy),

x|2 = Sc(xX) = Sc(X x).

Muchas mas propiedades buenas se tienen para los paravectores

n
X =X + E Xi€;.
i=1



Proposicién

Sea x = Scx + [x]1 € CAn) un paravector. Entonces

Ix|2 = xX = xx = (Scx)? + ([x]1)%

Demostracion.

n n
XX = (X0+ E x,-e,-) (Xof E X,'e,')
n
= E g x,xJe,eJ—l—XOE xjej — E X;€;) X0
i=1 j=1 i=1

- G-
i=1
n

= G+ %
i=1

= |x2 O



Cuando x es un paravector y x # 0, el paravector x™* =
es el inverso multiplicativo de x en C{n):

X
— 0
() = et -
Proposicién
Para vectores u, v en C{n),
1
u-v= —E(uv+ w), |v]? = —v2

Por lo tanto, dos vectores son otorgonales sélo cuando conmutan.

Demostracion.

n n n n n n
E uj€; E viej + E vj€j E uie;j = E E u,-vj(e,-ej + eje,-)
i—1 =1 =1 i—1

i=1 j=1

n
= —2E u;v;
i=1

= 2u-v. O



Consideramos que V = R”", tenemos la nocién de ortogonalidad

de vectores, u-v = 0.

Proposicién

El reflejo del vector u en el hiperplano v ortogonal al vector v en R" es

vuv vuv

Ref/vu = —? = W

Esto dice entre otras cosas, que el producto vuv en el algebra de Clifford
es nuevamente un vector.

Primero tenemos que entender que significa Refl, u:
Podemos expresar u = w + rv de manera tinicacon r e Ry w € v=,.
Luego

Refl,u = w — rv.



Encontremos w, r de forma explicita. Si u = w + rv, entonces

u-v=w-v+rv-v=0+rv]

Por lo tanto
_u-v
S
luego
u-v
W = u—1tv = uU— —=V.
v[?

Esta expresién no usa el algebra de Clifford, se tiene en cualquier espacio

vectorial con producto interno.



Ahora podemos demostrar la férmula para la reflexion en términos de la
multiplicacién de Clifford:

u-v
Refl,(u) = w— Wv
= u-— Z%V (w—=rv = (w+rv)—2rv)
v 21 (uv 4+ vu)
- VR TP
vuv
~ P

vuv

v2



Con combinaciones de reflexiones en hiperplanos, se pueden representar
todas las rotaciones en R" en términos de las operaciones algebraicas en

CAn).
De manera similar se pueden representar composiciones de inversiones en
esferas como transformaciones de Mobius

f(x) = (ax + b)(cx 4+ d)

actuando en R™1 U {oo}. La composicién de dos transformaciones de
Mobius es otra mas:

(32(81X + b1)(C1X + dl)_l + b2) (C2(31X + b1)(C1X + dl)_l + dz)il =
((3231 + b2C1)X + (albl + bzdl)) ((C231 + d2C1)X + (C2b1 + dzdl))il.



Un caso particular de las algebras de Clifford son los cuaternios
H = ClI(2).
Se pone i = e1, j = e, k = e1ex. Entonces
ij =k, jk=1i, ki=]j,

En los cuaternios no hay divisores de cero, cada elemento no cero tiene
una inversa multiplicativa.



En la siguiente clase veremos cémo el algebra de Clifford sirve para
generalizar la siguiente propiedad de variable compleja: una funcién
f(z) = u(z) + iv(z) con z = x + iy es holomorfa cuando satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou Ov ou ov

ox 9y’ dy  ox

Se escribe la “derivada con respecto a Z' como

of _1fof  of
9z 2\ax ' dy )

entonces f es holomorfa si y sélo si

of

5—0.
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Resumen de la vez pasada:

Algebra de Clifford C{n) con generadores e1, ey, ..., €e,, y las reglas de

multiplicacién
(@) =-1 (1<i<n),

€ = —€j€ (i 75_/)
Los elementos puros

0: e (identidad multiplicativa),

1 €1, €2, €3, ..., €n,

2: ee, €163, ..., €1€n, €263, ..., €5 1€n,

3 €1€x€e3, €1€2€4, ..., €162€,, €1€3€4, ..., €4_2€n_1€p,
n—1: €€ €n-1, €1 €p—26€n, ,€1" - €n_3€6n-1€n, ..., €2€3-"

n: €1€62€3 - €p,

son linealmente independientes, y CAn) es un espacio vectorial de
dimensién 2. Se escribe ¢g = 1.

*€n,



Usamos los elementos ey, ..., e, del dlgebra de Clifford para definir
operadores diferenciales on funciones de variables x;:

_ "9 G, .9
o _ ) )
8;_08)(,-6' = 8)(0_;8)(,61

Se pueden aplicar por la izquierda or por la derecha a funciones que
toman valores en el dlgebra de Clifford, f(x) = > sc0n fa(x) ea,

5 = Y alpe) = 330 (52 (een)

k=0 A

(g}ii)(e,qek).

,\
Q|
Il
WE
g
SN—
Q
Il
WE
)

k=0 A



Por lo general, consideramos funciones de n + 1 variables xg, x1, ..., X,
pensadas como paravectores en CA(n): x = xp + x1€1 + - - - Xp€,. Asi

f: R™ — Cln)
donde cada componente f4 de f es una funcién real-valuada de n+1

variables.

llustracién. f(x) = x3xae0 + 2x1€1 + (X0 + X2)e2;

0f(x) = (0o + 0161 + Dre2)(xex2 + 2x1€1 + (x0 + x2)e2)
= 2xpxo + 0e; + 1e
+ e1(0eg + 2e;1 + 0ep)
+ e2(x§ + Oey + 0ez)
= (2xox2 —2) + (X + Den.



El operador Laplaciano en R"*1 es

PP &
A== 2 0
R I e AL -

Una funcién f de clase C? tal que Af = 0 se llama arménica.
Proposicién
56 = 85 = A (: eoA).

La composicién de operaciones 0 y O tiene el siguiente efecto: cuando f
es una funcién escalar-valuada, Of es una funcién paravector-valuada:

3f of n orf P of
= -_— 76 o 7e
aXO 8x1 1 (3Xn m
al aplicar O por la izquierda (o por la derecha) a esta funcién, por causa de
la cancelacidn, el resultado en nuevamente una funcién escalar.



Demostracién. Recordemos que para funciones de clase C?,

Pf o
Oxi0xj  Oxj0x;

Por lo tanto

= 0 "9 0 0
00 = (%eo—z_;a)q(ek)(a)q')eo+lz_;a)q61)

k
2 n 62
0x§ 0 kz:l dxoc)x/ Z dxkaxo
n n 82
B =1 1—1 an8X/ !

Se cancelan el segundo y tercer términos. El dltimo es igual a



exe
o= OO
n
92 5
== 5% D kel
—1 0 & P 8Xk8X/
n
82 02 2
= —F= € €€ e, e
2 920 2 5 O 2 B
k=1 k<l k>1

Se cancelan los dos ultimos sumandos.

2
n o 0

Juntos dan la férmula para A =} 7 5.
n



Decimos que una funcién f de clase C! es ménogénica por la izquierda
cuando

of =0.

llustracién. f(x) = (2xg — x2 + x3) + 2xox1€1 + 2x0%2€2.

gf(x) = (80 + O1e1 + (92(:‘2)((2X§ — X12 + X22) + 2xpx1€1 + 2X0X2€'2)
= (4-X0 —2x9 — 2X0) + (2X1 — 2X1)€1 + (2X2 — 2x2)e2 +
+ (0 — 0)6162
=0.



Proposicién
Sea f = ,faea una funcion C(n)-valuada monogénica. Entonces cada
componente fa es una funcién armdnica.

Demostracidn.
Por hipétesis 9f = 0. Por lo tanto

Af = 8(57‘) =00 =0.
Pero el operador A es esencialmente escalar, es decir,

Af = ZAfAeA =0,
A

luego Afp =0 paracada A. O



La suma de dos funciones monogénicas es monogénica, pero el producto
no tiene que ser monogénico.

La funcién identidad f(x) = x no es monogénica,

(0o + O1e1 + Dre2)(x0 + x161 + X0€2)
=(1-1-1)+(0+0)es +(0+0)ex + (0+ 0)ere2
— —1#0.



Otra forma de ver la relacién entre las funciones monogénicas y las
arménicas es la siguiente:

Proposicién

Sea h: R"1 — R una funcidén armdnica. Entonces la funcién
f =0h

es una funcién monogénica paravector-valuada.

Demostracion.



Los polinomios monogénicos mds sencillos son las variables de Fueter
z = xx — xoek € CAn) (1< k <n)

(son paravectores).

Se relacionan con las derivadas y diferenciales de una forma muy
elegante: para cualquier funcién diferenciable f,

of

df = (8f) dxo—i—z dzi .
k

(dzk = ka — dXoek)

Cuando f es monogénica, la aproximacidn lineal local df(x) es una
combinacién de las variables de Fueter.



Todos los polinomios monogénicos son combinaciones de unos polinomios
especiales llamados polinomios de Fueter. La definicién requiere considerar
todos los productos de variables de Fueter

-k o ki k,
z" = z; -z,

consideradas como funciones de x.

Estos productos no son monogénicos. Pero si se consideran como
productos de variables a la potencia 1,

Zk — lel...zlz2...2223...zn

Zj1Zjy " Zjg kg1 " Bk kg T Bk ek

entonces cuando se promedian sobre todas las permutaciones de

(15 20 -5 dkatkan):

el resultado es un polinomio homogéneo de grado |l?| =k + -+ k, que
es monogénico.



Teorema
Sea f monogénica por la izquierda en la bola en R"*1 centrada en 0
y con radio r. Entonces f es igual a su “serie de potencias de Fueter”

o
Fx) = Y. > Pex)ag
m=0|k|=m
con coeficientes constantes a; € CA(n), convergente para cada |x| <'r.

(Se puede verificar que 0> > Pr(x)ay = > > (OPx(x))ag
= Z Z Oa,; = 0.)



Teorema (de Gauss para 0)

Sea Q C R un dominio acotado con frontera suave de conectividad
finita. Sea n(x) el vector normal a 002 apuntando al exterior en x € 0S).

Sean f,g € CY(Q,Cln)) (diferenciables en el interior, continuas hasta la
frontera). Entonces

/ figdS — /((fa)g+f(ag))dv.
o0 Q

De esto, si f es monogénica por la derecha y g es monogénica por la
izquierda, entonces

/ figdsS = 0. (Teorema de Cauchy)
o



El nicleo de Cauchy en R"1 es la funcién
1 X
E,(x) = — ——.
n( ) on ‘X’”"’l
(0, = 4rea de la n-esfera en R"*! de radio 1.)
Proposicién
E,, es monogénica, tanto por la izquierda como por la derecha.

Demostracion.

Se calcula . 1
En(x) = ((n — 1)0'1) a|X‘n—1’
luego
06x() = (G135, P = B =0
pues ——— es una funcién arménica en R"*1. 0O

‘X|"_1



El operador de Cauchy para funciones R"*1 — Cl(n) es
Foaf() = | Ely =2 y) () dS,.

Teorema
Para cualquier funcién continua en 052, la imagen Faqf es monogenica
por la izquierda.

Demostracién.
Hay que justificar que se puede pasar la derivada a través de la integral.
Con esto, tenemos

07010 = 3 [_Ely =00 ) ()35,
- [ (et -nmim)eas,
-/ Q(‘)<E,,(y - x)) () F(y) dS,

= / 0dS, = 0. O
o



Teorema (férmula integral de Cauchy)

Si f es monogénica por la izquierda en Q, y continua en 0, entonces para
cada x € Q,

) = [ By =) fly)ds,.
oQ
Esto se expresa en términos de operadores como
Fa(floa) = fla-

Como consecuencia de la férmula integral de Cauchy, toda funcién
monogénica estd determinada por sus valores en la frontera.



Con estos resultados se puede demostrar que las funciones monogénicas
satisfacen muchas propiedades anélogas a las propiedades de funciones de
Variable Compleja.

Por ejemplo: cuando una sucesién de funciones monogénicas {f}
converge uniformemente a una funcién en algtin dominio, la funcién limite
f = limy fx también es monogénica.



Una aplicacién a la fisica: Ecuaciones de Maxwell
div E = 0,
divH =0,
curl E = iwu(ﬁ—l— B curl I-7),
curl H = —iwe(E+ B curl E),

B, i, €,w son constantes positivas, y
E, H son campos vectoriales complejos.

w=frecuencia e=permitividad pu=permeabilidad S=quiralidad



Se puede resolver las ecuaciones de Maxwell usando cuaternios complejos
ap + a1i + agj + ask con aj € C.

Usaremos variables (xi, x2, x3) € R3 y ajustar la notacién referente a
funciones monogénicas, 0 = 01i + 0oj + 03k. (Ahora f es “monogénica”
cuando 9f =0.)

Hay operadores integrales que converten soluciones de una ecuacién
diferencial en soluciones de otra.

T {f: 9f=0} — {g: (J+\)g=0}
Esto dice
f monogénica, g = Thf, = 5g+)\g =0.

Como conocemos todas las funciones monogénicas, “conocemos” todo
ker(0 + A).



Para las ecuaciones de Méxwell, usamos dos valores de A a saber, Ay, A_:
Wy /€
Ap = ———0.
wh/ep £ 1

que corresponden a dos operadores T, T_. Si f, y f_ son dos funciones
monogénicas arbitrarias, entonces

Teorema
Los campos complejos i
E= ﬁ(T-‘rf-i— + T-1),
- =i
H=—(T,fL —T_f_
\ﬁ( + 1+ )a

son soluciones de las ecuaciones de Maxwell. Todas las soluciones son
(limites de) combinaciones lineales de soluciones de esta forma.



GRACIAS



