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Resumen

En este proyecto empezamos revisando resultados bésicos sobre problemas de
optimizacién para funciones | : S — R, donde S C R". Luego veremos cO6mo
generalizar estos resultados cuando R" se reemplaza por un espacio normado de
dimensién infinita o, de manera maés abstracta, por un espacio métrico. Finalmente,
se presentardn algunas aplicaciones y algoritmos relacionados.

1. Introduccion

Dada la funcién | : S — R, el problema de optimizacién que nos interesa consiste
en encontrar s en S tal que

J(3) = mf J (s). M

seS

Cuando 5 existe, se dice que 5 es un minimo global. Si s’ s6lo minimiza a | de manera
local, es decir,
J(s) < J(s) Vsel,

donde U es una vecindad de s/, entonces s’ es un minimo local.

Si S es un subconjunto compacto de R” y f es continua, entonces el problema (1)
tiene un minimo global. Si ademds existen las derivadas parciales de primer y segundo
orden de f, entonces se tienen condiciones necesarias y suficientes para que 5 sea un
minimo local o global de (1). En particular, las condiciones necesarias

of . :
—(5) =0, 1<7<n, 2
axj( ) <j< )
pueden ser ttiles para caracterizar minimos locales o globales mediante un sistema de
ecuaciones.

En ocaciones, se tienen restricciones adicionales que debe cumplir la variable s, por
ejemplo, de la forma h(s) = 0, donde 1 : S — RR. Bajo ciertas hipétesis, se puede probar



que si 5§ es un minimo local de ], y satisface la restriccién h(s) = 0, entonces existe A € R
(conocido como multiplicador de Lagrange) tal que

%(@) +A§—£(§) —0, 1<j<n
Estas ecuaciones son andalogas a (2). El multiplicador A puede interpretarse de acuerdo
con el contexto del problema de optimizacion.

Partiendo de estos resultados bésicos, en la Seccién 2 se incluyen algunas generaliza-
ciones que pueden obtenerse en espacios normados o espacios métricos. En la Seccién 3
se incluyen algunas de las multiples aplicaciones de la teoria de optimizacién, asi como
algunos algoritmos relacionados.

2. Generalizaciones

2.1 Existencia de soluciones (Guler [5]). El problema (1) tiene al menos un minimo global
si, por ejemplo, se satisface alguna de las siguientes hipoétesis:

Hipétesis 2.1. S es un espacio métrico compacto y f es semi-continua inferior, o
Hipétesis 2.2. S = R", f es semi-continua inferior y coercitiva.

2.2 Un principio variacional (Ekeland [4], Hiriart-Urruty [7]) Si en el problema (1) se pide
la siguiente

Hipétesis 2.3. S es un espacio métrico completo, f es semi-continua inferior y aco-
tada inferiormente,

entonces se tienen soluciones aproximadas que satisfacen una propiedad conocida
como Principio variacional de Ekeland. Este principio tiene distintas aplicaciones;
por ejemplo, puede usarse para demostrar el Teorema de punto fijo de Banach.

2.3 Cilculo de variaciones (Kielhofer [8]). Sean a,b y T > 0 ntimeros reales. Considere el
conjunto S = {x : [0, T| — R | x es diferenciable, x(0) =4, x(T) = b} y el funcional

T
T[] :/0 L(t,x(t),x'())dt, x€S,

donde L : [0,T] x R? — R es diferenciable. En este caso, (1) se convierte en un
problema de Célculo variaciones. Usando diferenciales de Gateaux (que son una
generalizacion de las derivadas direccionales), se puede probar que una condicién
necesaria para que X minimice a | es

oL, ... doL, .. - -
a(t,x(t),x (1)) — aa—x,(t,x(t),x (1)) =0, X(0) =a, X(T) = b.

Esta ecuacién diferencial se conoce como ecuacién de Euler-Lagrange.
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2.4 Control optimo (Herndndez-Lerma et al. [6]). Consideremos la ecuacion en diferencias
Xt4+1 :F(xt,ut), t:0,1,2,..., (3)

donde F : R? — RR. Si la condicién inicial x; estd dada, para cada sucesion u =
(uo, u1,...), se tiene otra sucesion ¥ = (x1,xy,...) tal que el par (i, x) satisface (3).
Queremos encontrar una sucesion u# que minimice

J(xo0,7) =Y & c(xr, uy)
=0

con 0 < 6 < 1. Este es una caso particular de un problema de control éptimo. Una
forma de estudiar este tipo de problemas consiste en asociar un multiplicador de
Lagrange A; para cada restricciéon en (3).

3. Aplicaciones y algoritmos

3.1 Teorema fundamental del algebra (Terkelsen [10]).

3.2 La braquistécrona (Balder [2], Coleman [3], Kielhofer [8])

3.3 El teorema espectral (Guler [5])

3.4 Minimos cuadrados (Luenberger [9])

3.5 El método de Newton (Guler [5])

3.6 El algoritmo de programacién dindmica (Herndndez-Lerma et al. [6])

3.7 Modelos dindmicos en economia (Acemoglu [1])
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