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LAS ALGEBRAS DE CLIFFORD



Una integral clasica de una funcién real:

/x21—1dx N /(X+1)1(X—1)dx

= _i/<xil_xil>dx
_%(|og(x +1) — log(x — 1))
1. x—1

= —|
2 ng—i—l

m4ds una constante de integracién.



Con un cambio de signo en el problema:

1
—d
/X2+1 %

No se puede factorizar el denominador.



Con un cambio de signo en el problema:
1
—d
/X2+1 %
No se puede factorizar el denominador. ;O si?
Si i2 = —1, entonces x> + 1 = (x +i)(x — i).
i/ 1 1 q i | X+
— — x==lo
2) \x+i x—i 2 8%

mds una constante de integracién.




La filosofia general para atacar un problema:

1. Extender el sistema en que trabajamos, de manera que exista una
solucién al problema, expresada en términos de este sistema mas

general.
2. Estudiar las propiedades del nuevo sistema.

3. Usar este conocimiento para expresar la solucién en términos del
sistema original.



Propiedades de nliimeros complejos

+if

e~ = cosf +isend
o sea
el 4 e—if
cosl = — 5
i0 _ g—if
senf = .
2i

En la férmula aparece (x +i)/(x — i), y cuando x € R, tenemos

X+
X — 1

=1

Esto implica que (x +i)/(x — i) = €'’ para algun 6 € R. Entonces
resolvemos para x:



x+i = el(x—1),

e —x = i+ ieie,
X = I— = 11— .
0_1 elf0/2 _ g—i0/2
0
= cot 5,
O Sea
E = arccot x.

Estos nos da finalmente

/ 1 d _i X+ | 0 0
21T T T 2°ge '_ 2

= —arccot x -+ constante

que no lleva niimeros imaginarios.



Otro ejemplo: para estudiar las funciones arménicas u(x,y) € C?(R?)
real-valuadas, es decir Au =0,

9> 92

Se puede factorizar A sobre los complejos pero no sobre los reales:
0 0 0 0
A=|—4+i—||=——-i=—].
<8X 18y> <8X 18y>
Luego se estudian las funciones para las cuales

o .0
(&(ilay)f_o’

y usar esa informacién para hacer deducciones acerca de las funciones
arménicas.



En la siguiente clase veremos cémo el dlgebra de Clifford sirve para
generalizar la siguiente propiedad de variable compleja: una funcién
f(z) = u(z) + iv(z) con z = x + iy es holomorfa cuando satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou Ov ou ov

ax 9y’ 9y  ox

Se escribe la “derivada con respecto a Z' como

or _1(oF or
0z 2\ 0x I@y '

entonces f es holomorfa si y sélo si

of

5—0.



Las algebras de Clifford surgen del deseo de multiplicar vectores.

Tomemos un espacio vectorial V' sobre R con base

€1, €, ..., €n.

Para fijar ideas, queremos extender V' a un dlgebra sobre los reales, es
decir aparte de las reglas de espacio vectorial

r(x+y)=m+ry, (r+s)x=rm+sx, (rs)x=r(sx),
se satisfacen las reglas multiplicativas
r(xy) = (x)y = x(ry), (xy)z = x(yz),

cuando r,s € R, mientras que x, y estdn en el algebra.



Tenemos que definir sumas y productos.

Primero tenemos que entender los productos de dos vectores basicos,

€1€1, €162, €1€3, ..., €16€n,
€261, €262, €263, ..., €26,
€361, €362, €3€3, ..., €36,
€n€l1, €n€2, €n€s3, ..., €Ené€p,

pero estos productos no tienen que ser vectores.



Ponemos la regla eje; = —eje; cuando i # j:

2
ela €12, SEch) ...y, €16n,
2
—€1€2, 625 €263, <.y €E26p,
2
—€1€63, —€€3, €3, -..y €36p,
2
—€1€n, —€2€n, —€36nH, ..., €,-

También queremos una identidad multiplicativa ey (no es un vector):

e 7 € para i >1,

€€ = €€ = &

para todo /. Decimos “gg = 1".



Los cuadrados de los e; podrian definirse de muchas maneras,
tomaremos para i > 1

e,-2:—e0+O:—1.

Pero como los productos como e;e> no son vectores, tenemos que
entender cémo multiplicarlos con otras cosas que ya tenemos, como

(e182)e3 0 (e182)(e1€2).
Un producto general a considerarse es

€€ eik7

con0<ij<nparal</<k(keN).

(Después multiplicaremos sumas de estas cosas.)



Regla general: aplicar e,-2 = —eg cada vez que se pueda, quitar los

factores ep, aplicar eje; = —eje; para ordenar los indices:

€1€63€64€0€63 — —E€1€3€4€36
€1€4€3€3€2

= —€1€4€60€2

= —€1€4€2

= €162€4

Elementos puros: los indices van en orden creciente, sin repeticiones.



w N = O

Elementos puros

€0,

€1, €, €3, ..., €n,

€€, €163, ..., €16, €2€3, ..., €h_1€n,

€162€3, €1€62€4, ..., €162€n, €1€3€4, ..., €En_2€n_1€p,
€1€---€n-1, €1 €p—26n, ,€1" - €n_36n-1€n, ..., €2€3--
€1€2€3 - €p,

En el rengldn k hay

(Z) _ k!(nnT k)l

productos, y en total son

n n
= 2"
(8
k=0

*€n,



A veces se escribe ef; ) 0 e12 en lugar de erey, etc. Asi para un conjunto
A= {il,ig,...,/k} tal que i1 < ip < -+ < iy, se tiene

€A = Ciireipy — €€t €y

Los elementos del dlgebra de Clifford C{n) son sumas con coeficientes

reales
X = E XA€A

que se suman término por término: A
/ /
Z xaea + Z Xpea = Z(XA + xa)ea
Ag2n Ag2n Ag2n
y se multiplican usando la ley distributiva:
/
(Zrmea)( T rhen) = S rocs
Agan Ac2n Be2n

donde es un poco complicado escribir una férmula para yg.



Claro, escribimos sélo —eje» en lugar de

Oep + 0e; + 0ep + Oe3 + (—1)erer + Oerez + Oepes + Oegenes.

Las dlgebras de Clifford tienen variantes, por ejemplo en (/, ,
seusae’=1paral<i<pye’=-lparap+1<i<p-+gq.
Asi

Clo,, = CA(n).

Otro variante es con e,-2 = 0, que se llama el dlgebra exterior,
y se escribe la multiplicacién como e; Aej, A--- A e, .



Los elementos de las diversas algebras Cl, 4 para p + g = n fijo son
los mismos, que forman un espacio vectorial de dimensién 27,
pero las multiplicaciones son distintas.

En Cly , se tiene
l+e)l—e)=1-e=2,
pero en Cl, o se tiene

(1+e)l—e)=1-¢€’=0.

Vamos a trabajar sélo en CA(n) = Cl,p.



escalar (0-vector): miiltiplo real de ey.

vector (1-vector): combinacién lineal de e1, e, .. ., e,
pseudoescalar (n-vector): multiplo real de eje; - - - e,
paravector: suma de un escalar y un vector

Un elemento general del dlgebra de Clifford es mixto, puede llevar
productos basicos de distintos grados:

X:ZXAGA
A
= Z XA€A + Z Xa€A + -0+ Z XAEA

#A=0 #A=1 #A=n
= [xlo Rl G S S N



Parte escalar:
Scx = [x]o.

Conjugado:

Z k(k+1)/2 [X]k

k=0

3

=Ko = Xt = [xl2 + [xIs + [xla = [xls — -+

Cuando x es paravector,
(1/2)(x +x) = Scx,

Se tiene ) = ey, € = —¢; (i > 1), ademas




Las operaciones de algebra de Clifford se relacionan con propiedades
geométricas como longitud y angulo:

1/2

= (0

A
Xy = ZXA)/A.
A

Pero hay que tener cuidado: Sea x = e; + exe3 en C3), luego
IX| =vV2yX=—e; — e&xe3 = —x, luego

xX = —(e1 + exe3)?
= —(—1+ eaee3 + exeze1 + erezee3)
= 2+ 2e1663
42 = x|



C(1)

12



Proposicién
Sean x,y € CAn). Entonces

x -y =Sc(xy) = Sc(xy),

x|> = Sc(xX) = Sc(x x)

Muchas mas propiedades buenas se tienen para los paravectores

n
X =Xxg + E X; €;.
i=1



Proposicién
Sea x = Scx + [x]1 € CAn) un paravector. Entonces

x| = xX = Xx = (Scx)? + ([x]1)>

Demostracidn.

n n
XX = (x0+ g X;e;)(xo— g x,-e,-)
n
= g g x,xje,ej+x0§ X € — g x;e;)xo
i=1 j=1 i=1

_ G- > e
i=1
n

= xg + Zx,z
i=1

= |x°. O



1 1

Cuando x es un paravector y x # 0, el paravector x™+ = P2 >X

es el inverso multiplicativo de x en C{n):

X(W)

Proposicién Para vectores u, v en C{n),

O

|x|2(XX) €.

1
u-v= —E(uv +w), |v]P=—Vv2

Por lo tanto, dos vectores son otorgonales sélo cuando anticonmutan.

Demostracion.
n

n n
E uje; E viej + E vjej E uiej = g g ujvj(eiej + eje;)
i=1

Jj=1 i=1 j=1

n
= —25 ujv;
i=1

= 2u-v. O



Consideramos que V = R”, tenemos la nocién de ortogonalidad

de vectores, u-v =0.

Proposicién

El reflejo del vector u en el hiperplano v ortogonal al vector v en R" es

vuv vuv

Reflyu = —— = ——
erl,u V2 ’V‘z

Esto dice entre otras cosas, que el producto vuv en el dlgebra de Clifford
es nuevamente un vector.

Antes de probarlo, tenemos que recordar qué significa Refl, u:
Podemos expresar u = w + rv de manera tinicacon r e Ry w € v*.
Luego

Refl,u = w — rv.



Encontremos w, r de forma explicita. Si v = w + rv, entonces
u-v=w-v4rv-v=0+rvJ

Por lo tanto

luego

Reflbu = u—rv = u—uv.
V]2

Esta expresién no usa el algebra de Clifford, se tiene en cualquier espacio
vectorial con producto interno.



Ahora podemos demostrar la férmula para la reflexién en términos de la
multiplicacién de Clifford:

u-v
Refl,(u) = W—WV
= u—2l‘l.|:v (w—rv = (w+rv)—2rv)
v
B _UL2+ 2%(uv+vu)v
VP v[?
vuv
P

vuv

v2



Con combinaciones de reflexiones en hiperplanos, se pueden representar
todas las rotaciones en R" en términos de las operaciones algebraicas en

CAn).
De manera similar se pueden representar composiciones de inversiones en
esferas como transformaciones de Mabius

f(x) = (ax + b)(ex +d)71

actuando en R™1 U {oo}. La composicién de dos transformaciones de
Mobius es otra mas:

(ag(alx + bl)(clx + dl)_l + bg) (C2(31X + b1)(C1X + dl)_l + dz)_l —
((3231 + b2C1)X + (albl + bzdl)) ((c231 + d2C1)X + (C2b1 + dzdl))_l.



Un caso particular de las algebras de Clifford son los cuaternios
H = ClI(2).
Se pone i = e, j= e, k = e1e> . Entonces
ij =k, jk=1i, ki=]j,

En los cuaternios no hay divisores de cero, cada elemento no cero tiene
una inversa multiplicativa.
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Resumen de la vez pasada:

Algebra de Clifford CAn) con generadores e1, ey, ..., ep, y las reglas de
multiplicacién
(@)P=-1 (1<i<n),

€ = —€j€ (i 75_])
Los elementos puros

0: ep (identidad multiplicativa),

1: e, e, e3, ..., én,
2: ee, €163, ..., €1€n, €€3, ..., €4_1€p,
3: eiepe3, e1€6€4, ..., €166, €163€64, ..., €n_2€n_1€Ep,
n—1: €1€x---€ep_1, €1---€p_2€n, ,€1°--€n_3€h_1€n, ..., €2€3" - €p,

n: e€1€exe3---€ep,

son linealmente independientes, y CAn) es un espacio vectorial de
dimensién 2", ademds tiene una multiplicacion. Se escribe ¢y = 1.



Usamos los elementos e, ..., e, del dlgebra de Clifford para definir
operadores diferenciales en funciones de variables x;:

T 0 0
D ILT il v DL

SN, ) 9
0 = k;)eiaxi = %—;e,a&

Se pueden aplicar por la izquierda o por la derecha a funciones que toman
valores en el dlgebra de Clifford, f(x) = > scon fa(x) €,

n

= of of,
of = Ze"(%) = ZZ(&:)(@'GA),

i=0 i=0 A

n

0= Y (5)e = S0 (52)ene)

i=0 i=0 A




Por lo general, consideramos funciones de n + 1 variables xgp, x1, ..., Xp
pensadas como paravectores en CAn): x = xo + x1€1 + - - - Xp€n. Asi

f: R CAn)

donde cada componente f4 de f es una funcién real-valuada de n+1
variables.
llustracién. f(x) = xgx2e0 + 2x1€1 + (X0 + X7)e2 + ere;

If(x) = (8o + Bre1 + Doer)(Xx2ep + 2x1€1 + (X0 + x2)er + e167)
= 2xp0x2 + 0e; + 1ley + Oer e

+ e1(0eg + 2e;1 + 2x162 + Oere2)

+ e2(x§ + O0e; + 0ex + Oege2)
= (2xox2 — 2) + (x§ + 1)er + 2x1€162.



En CA2), con f = f(x0,x1,x2) = fo + fre1 + hex + fizere,

Of = (0o + 0161 + 0re2)(fo + frer + her + fioer )
= Oofo + 0ot €1 + Do &2 + Dofiz €1€2
+o1foer +O1fierer + O1h erer + O1fip ere1e0
+ Oafg &2 + Oafi exer + Oafr 260 + Oafip 20182
= (Oofy — O1f1 — 02f2) + (Oofy + O1fy + O2f12)er
+ (Oofa — O1fi2 + O2fy)ex + (Dofr2 + O1fo — O2f1)eren.

Of =0 +—
4 ecuaciones en derivadas parciales para 4 funciones de 3 variables



El operador Laplaciano en R"*1! es

0? 0? 0?
A=y, = L 9 L9
r Ox3 * Ox? et Ox2

Una funcién f de clase C? tal que Af = 0 se llama armdnica.

Proposicién
00 = 00 = A (= ed).

La composicién de operaciones @ y 0 tiene el siguiente efecto: cuando f
es una funcién escalar-valuada, Of es una funcién paravector-valuada:

— of 8f of
Of = —+ —e1+-+ —en,
8X0 8 1 8Xn
al aplicar O por la izquierda (o por la derecha) a esta funcién, por causa de
la cancelacidn, el resultado en nuevamente una funcidn escalar.



Demostracién. Recordemos que para funciones de clase C?,

2f o
Oxi0xj  Oxj0x;

Por lo tanto

= 0 .0 0 .0
00 = (axoeo—;a)qe,)(aXOEO"‘JZ::axjej)

1
0? & 2 92
A JX_: Ox00x; 2 g

n n 82

- Z Z Ox:Ox €ig

i=1 j=1 "7

Se cancelan el segundo y tercer términos. El dltimo es igual a



n 2 2
- LA T o S

L Ox? T L Ox0x

i#j

Z H? n H? L H?
= ——= € E ———gje; E ———gje;
L~ )x? — Ox;0x; L Ox;0x; ™
i=1 ! i<j i>]
Se cancelan los dos ultimos sumandos.

, 0?

Juntos dan la férmula para A = > vl |
X 4
1



Decimos que una funcién f de clase C! es monogénica por la izquierda
cuando

of =0.

llustracién. f(x) = (2x§ - X12 + x22) + 2xpx1€1 + 2XpX0€9.

Of(x) = (0o + Ore1 + Drex)((2x¢ — x2 + x2) + 2xox1€1 + 2x0X262)
= (4x0 — 2xp — 2x0) + (2x1 — 2x1)e1 + (2x2 — 2x0) e +
+ (0 — 0)(:"162
=0.



Proposicién

eaf = ‘A€ una funcion C(n)-valuada monogénica por la izquierda.
Sea f af fi C luad. g por la izquierd
Entonces cada componente f, es una funcién armdnica.

Demostracion.
Por hipétesis Of = 0. Por lo tanto

Af =0(0f) =00=0.
Pero el operador A es esencialmente escalar, es decir,

Af = ZAfAeA =0,
A

luego Afpy =0 paracada A. O



La suma de dos funciones monogénicas es monogénica, pero
el producto no tiene que ser monogénico.

La funcién identidad f(x) = x no es monogénica para n > 2,

(0o + 0161 + 02e2)(x0 + X161 + X2€2)
:(1—1—1)+(0+0)e1+(0+0)e2+(0+0)e1e2
— 140



Los polinomios monogénicos mds sencillos son las variables de Fueter
zi = zi(x) = xi —x0e; €Cln) (1<i<n)

(son paravectores).
Se relacionan con las derivadas y diferenciales de una forma muy elegante:

comodz; = dx; — dxpe;, se tiene para cualquier funcién diferenciable f,

— ‘ of
df = (8f)dxo+iz_; dzigy

— " of
= (f »  o—dz.
( (ﬂ))donri:1 B dz

Cuando f es monogénica, la aproximacién lineal local df(x) es una
combinacién de las variables de Fueter.



Todos los polinomios monogénicos son combinaciones de unos polinomios
especiales llamados polinomios de Fueter. La definicién requiere considerar
todos los productos de variables de Fueter

>k ky k
Z Zl .. Znn’
consideradas como funciones de x.

Estos productos no son monogénicos. Pero si se consideran como
productos de variables a la potencia 1,

Zk:lel...zlz2...2223...zn
= ZiZp Gy kg kg ke T Bk ek
entonces cuando se promedian sobre todas las permutaciones de

(.j17 .j27 ceey jk1+---kn)7

el resultado es un polinomio homogéneo de grado |k| = ky + - - - + ks que
es monogénico.



Teorema
Sea f monogénica por la izquierda en la bola en R™! centrada en 0
y con radio r. Entonces f es igual a su “serie de potencias de Fueter”

o0
f(x) = Z Z Pr(x) ap
m=0|k|=m
con coeficientes constantes a; € CA(n), convergente para cada |x| <'r.

(Se puede verificar que 9> Pr(x)ay = > >.(9Pr(x))ar
= Z Z Oa; = 0.)



Otra forma de ver la relacién entre las funciones monogénicas y las
arménicas es la siguiente:

Proposicién
Sea h: R"1 — R wuna funcién arménica. Entonces la funcién

f=20h

es una funcién monogénica paravector-valuada.

Demostracidn.



Una muy conocida forma de construir polinomios arménicos es de los
armonicos esféricos en R".

En R3 tienen la férmula
Unm(x) = [x|" P (cos 0) @7 ().
x = (x0,x1,%2) = (rcosf, rsinfcosp, rsinfsiny),

P (t) = funciones de Legendre (0 < m < n),
() = cos mp, O (¢) = sin mep.

Uz m(x) es un polinomio homogéneo en x de grado n:
Ui (M%) = A" Ui (x)

Son funciones arménicas real-valuadas.



Los arménicos esféricos son importantes porque las restricciones a la bola

unitaria B = {|x| < 1} forman una base ortogonal del subespacio de L%(B)
formado de las funciones arménicas.

Esta implica que cualquier funcién arménica u, cuadrado-integrable puede
aproximarse por combinaciones lineales de arménicos esféricos, de hecho se
representa por una serie convergente

[e.e] n
— + +
u=2_2.2 amUsm
n=0m=0 =+
Se pueden encontrar los coeficientes mediante los productos escalares en el

espacio de Hilbert,

1
+ +
Com™=— T 5 \U U m)-
" HUI'I,HIH2< ’ " >



Con las funciones arménicas real-valuadas se puede construir una base de
las funciones monogénicas cuaternio-valuadas,

8Uni+17m (0<m<n+1).

con 9 = Jy + 101 + jO» + kd3 que da lo mismo que Jg + 101 + jO» porque
los armédnicos esféricos no dependen de x3.

Resulta que esto da una base ortogonal para las funciones monogénicas
que toman valores en R @ iR @ jJR C H], luego multiplicando por k se
pueden agregar mds elementos para obtener una base para las funciones
monogénicas H-valuadas de 3 variables reales.



Hay sistemas diferentes segiin las dimensiones del dominio y el
contradominio de las funciones para las cuales se quieren definir una
nocién de “monogénico”. Los casos

R3 — R3
R3 — R*
R* — R3
R* — R*

pueden estudiarse por medio de los cuaternios. El caso R? — R* también
es interesante.



Miércoles

TEOREMAS INTEGRALES



Un resultado fundamental en la geometria diferencial es el Teorema de

Stokes,
/ w—/ dw,
[2)9] Q

para (n — 1)-formas diferenciales en variedades Q n-dimensionales.

Se simplifica mucho cuando € es un abierto en el espacio euclidiano, y
cuando w tiene alguna forma particular.

Por ejemplo, para dominios de Jordan © en R?, 9Q una curva simple y

diferenciable,
/ Pdx+ Qdy = // ) dx dy.
a0



Teorema (de Gauss para 0)

Sea Q C R un dominio acotado con frontera suave de conectividad
finita. Sea n(x) el vector normal a 002 apuntando al exterior en x € 0S).

Sean f,g € CY(Q,Cln)) (diferenciables en el interior, continuas hasta la
frontera). Entonces

/ fngdS = /((f@)g+f(8g))dv.
l9) Q
iNotar la multiplicacién de Clifford en los integrandos!

De esto, si f es monogénica por la derecha y g es monogénica por la
izquierda, entonces

/ fngdsS = 0. (Teorema de Cauchy)
o



El nicleo de Cauchy en R es la funcién
1 X
Ep(x) = — ——.
On |X|n+1
(0, = 4rea de la n-esfera en R"*! de radio 1.)
Proposicién
E,, es monogénica, tanto por la izquierda como por la derecha.

Demostracion.

Se calcula 1 1
Enlx) = ((n—l)on)a|x\"717
luego
_ -1 —. 1 1
e T e M L e

1 : .
pues W es una funcién arménica en R™1. O
=



El operador de Cauchy para funciones f: 9Q — Cln) es
Faaf(x) = /89 En(y —x)n(y) f(y)dS, (xe€Q).

Teorema
Dada f continua en 0S2, la imagen Faqf es monogénica por la izquierda.

Demostracion.
Hay que justificar que se puede pasar la derivada a través de la integral.
Con esto, tenemos

@7 = 0. [ Bl -xannes,)
= [ (Bt -0 1m) s,

- /m Dy (E,,(y — x)) (y) f(y)dS,

= / 0dS, =0. O
o



Teorema (férmula integral de Cauchy)

Si f es monogénica por la izquierda en Q, y continua en 0, entonces para
cada x € Q,

) = [ By =) f(y)ds,.
[2}9
Esto se expresa en términos de operadores como

Fa(floa) = fla.

Como consecuencia de la férmula integral de Cauchy,

Toda funcién monogénica estd determinada por sus valores en la frontera.



Con estos resultados se puede demostrar que las funciones monogénicas
satisfacen muchas propiedades andlogas a las propiedades de funciones de
Variable Compleja.

Por ejemplo: cuando una sucesién de funciones monogénicas {f}
converge uniformemente a una funcién en algtin dominio, la funcién
limite f = limy f, también es monogénica.

(La demostracién de que las funciones monogénicas se expresan
localmente como series en polinomios de Fueter también depende de la
férmula integral de Cauchy.)



Jueves

APLICACIONES



i Cémo calcular una imagen variable de un objeto en movimiento?

Traslacién: simplemente sumar vectores

Rotacién: hay muchas posibilidades.

Cada isometria de R3 que fija el origen es rotacién alrededor de un tnico
eje. Esta rotacion se describe con tres pardmetros reales.

Si se usan herramientas con mds de tres pardmetros, tiene que haber una
redundancia (relacién entre los pardmetros.)



Una matriz de rotacién es un elemento de SO(3)

a1l ax a3
A= |ax ax as3
d31 432 433

Las relaciones entre las 9 entradas son dadas por ser A ortogonal:
AA = |

que son 6 ecuaciones (y aparte det A # —1).

Multiplicacién de una matriz por un vector: 9 multiplicaciones de
nimeros reales.



Eje y angulo de Euler: El eje de rotacién lleva A€
dos parametros reales, y hay un angulo de p
rotacion. \\é3
// Yy
X
Desventajas:

» Cuando el dngulo de rotacién es cero, el eje no esta definido.

» No es facil combinar dos rotaciones sucesivas.



Fijando tres ejes ortogonales dentro del objeto, un enfoque es de describir
las direcciones en que se apuntardn estos tres ejes después de la rotacién.

Angulos de Euler: Los dngulos a1, ap, a3 que hacen los tres ejes del
objeto con respecto a los ejes xj, x2, x3. Las rotaciones en los planos
ortogonales xox3, x1x3, X1 X3 mueven los ejes del objeto a los ejes de
coordenadas.

Bloqueo del cardan

\ (gimbal lock)




Se pueden parametrizar las a;; de A € SO(3) en términos de funciones
trigonométricas de tres dngulos.

A(ar, az, a3) =

COS (1 COSQrp  COS (v SiN (2 Sin (k3 — SiN (v COS(v3  COS (¥1 SiN (p COS 3 + Sin (1 Sin a3
sinag cosap  sin g sin o sin a3 + COS (v COS vz SiN (v1 SiN (rp COS (r3 — COS (¥1 Sin (3
—sinas €OSs (v Sin a3 COS (x2 COS ('3

Dado que es funcién periddica en a1, ao, a3, define una funcién de un
toro de dimensién 3 a SO(3). Tal funcién continua y regular no existe.



Interpolacién: El espacio de rotaciones SO(3) no es espacio lineal. ; Cémo
encontrar una curva natural que lleva de una rotacién a otra?

Expresando las rotaciones como cuaternios unitarios tiene ventajas:

P> La composicidn de rotaciones es mds rdpida y mas estable
numéricamente.

> Es mds sencillo extraer el eje y el angulo de rotacién.

» No se presenta el bloqueo del cardan.

» Hay un algoritmo (SLERP) de interpolacién entre dos puntos de S3.



SO ={+1, -1} es un grupo
St = {e%} es un grupo
S? no es un grupo

S3={geH: |g/=1} esun grupo




La relacidn entre las dlgebras de Clifford y las formas
cuadraticas da lugar a resultados de teoria de nimeros.

Hurwitz usé el anillo de cuaternios enteros, y
cuaternios enteros congruentes a 1/2 mddulo
7. para probar el teorema de Lagrange: todo
entero positivo es suma de no mas de cuatro
cuadrados.



La relacidn entre las dlgebras de Clifford y las formas
cuadraticas da lugar a resultados de teoria de nimeros.

Hurwitz usé el anillo de cuaternios enteros, y
cuaternios enteros congruentes a 1/2 mddulo
Z. para probar el teorema de Lagrange: todo
entero positivo es suma de no mas de cuatro
cuadrados.

El grupo cuaternidnico {£1, +e;, te;, tes}
es subgrupo del grupo del cubo de Rubik.



Los espinores reales en tres dimensiones se iden-
tifican con cuaternios.

En la ingenieria de transmisién de radio multi-
antena, se usa la codificaciéon de Alamouti basa-
do en cuaternios, para desenredar senales trans-
mitidas por un par de antenas. Si se pierde la
sefal de una antena se puede defender con la
senal de la otra.



Se usan cuaternios para representar datos complejos
en redes neuronales como pesos, inputs, activaciones,
etc., de forma compacta.

» Redes neuronales convolucionales

» Redes neurales recurrentes

» Redes auto-atentas

» Redes de memoria de plazo largo-corto

» Redes residuales

Hay estudios que indican que este enfoque funciona
mejor que las redes neuronales real-valuadas.



Una aplicacién a la fisica: Ecuaciones de Maxwell
div E = 0,
div H = 0,
curl E = jwp(H + Bcurl H),
curl H = —iwe(E 4 S curl E),

—

B, 11, €,w son constantes positivas, y
E, H son campos vectoriales complejos.

w=frecuencia e=permitividad p=permeabilidad (=quiralidad



Se puede resolver las ecuaciones de Maxwell usando
cuaternios complejos ag + a;i 4 apj + azk con a; € C.

(Se puede crear una versién de las algebras de Clifford con coeficientes en
cualquier campo.)

Usaremos variables (x1, X, x3) € R3 y ajustar la no-
tacion referente a funciones monogénicas,

5 = O1i + Obj + O3k operador de Dirac
Ahora f es “monogénica” cuando df = 0.

(Algunos autores usan (xp, x1,x2) y Jo + 01€1 + O2e2. Las dos versiones
son isomorfas.)

Lo importante es entender que aun cuando f = fie; + fher + fze3 es
vector-valuada, la operacién O f puede tener una parte escalar no-cero.



Hay operadores integrales (“transmutaciones”) que
converten soluciones de una ecuacidon diferencial en

soluciones de otra.

Ta: {f: 0fF=0} — {g: (0+)\g=0}

Esto dice
f monogénica, g = T\f, = dg+\g =0.

(Txf es A-metamonogénica)



Se pueden escribir explicitamente 2n + 3 po-
linomios de cada grado n de forma que toda
funcién monogénica es localmente una “serie
de potencias’ de estos polinomios con coefi-
cientes cuaternidnicas.

Como conocemos todas las funciones monogénicas,
“conocemos” todo ker(0 + A): aplicar T, a los poli-
nomios monogénicos basicos.



Para las ecuaciones de Maxwell, usamos dos valores de \ a saber,
)\+, A_:

N, = wL/Ep
=T wBJai 1
que corresponden a dos operadores Ty,, T, . Si fi y f_ son dos
funciones monogénicas arbitrarias, entonces

Teorema
Los campos vectoriales complejos

. -1
E— ﬁ(ma + T f),

—i
%(TM fy — Th_f),

son soluciones de las ecuaciones de Maxwell. Todas las soluciones son
(limites de) combinaciones lineales de soluciones de esta forma.

H
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Ecuaciones de Maxwell

» Ecuaciones armoénicas con el tiempo
» Medio no-quiral inhomogéneo

Ecuacién de Dirac con potencial escalar o eléctrico
Ecuaciones de Helmholtz

Operador de Schrodinger escalar

Ecuacién de impedancia

Ecuacién de Vekua cuaternidnica, ecuaciéon de conductividad
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